
Линейные отображения и векторные пространства

Действующие лица 𝜑 ∶ V ⟶ W

V

Basis 𝐵 = {𝑣1, 𝑣2}
𝑥

𝑣1 𝑣2

W

Basis 𝐶 = {𝜔1, 𝜔2}

𝜑(𝑥)
𝜑(𝑣1)

𝜑(𝑣2)𝜔1 𝜔2



Напоминание: построение матрицы линейного отображения

• Для определения значения функции нам необходимо только знать значения функции от базисных
векторов: 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥1𝑣1 + 𝑥2𝑣2) = 𝑥1 𝜑(𝑣1) + 𝑥2 𝜑(𝑣2)• Образы базисных векторов возможно разложить по базису в пространстве W:𝜑(𝑣1) = 𝑎11𝜔1 + 𝑎21𝜔2, [𝜑(𝑣1)]𝐶 = (𝑎11𝑎21)𝜑(𝑣2) = 𝑎12𝜔1 + 𝑎22𝜔2, [𝜑(𝑣2)]𝐶 = (𝑎12𝑎22)• В результате получаем разложение 𝜑(𝑥) по базису в пространстве W: 𝜑(𝑥) = 𝛾1𝜔1 + 𝛾2𝜔2, где:[𝜑(𝑥)]𝐶 = (𝛾1𝛾2) = (𝑎11 𝑎12𝑎21 𝑎22) (𝑥1𝑥2) = 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶) [𝑥]𝐵



Устройство матрицы линейного отображения

• Если обобщать наш игрушечный пример, то

𝐿𝜑, (𝐵,𝐶) = ⎛⎜⎝ | | ⋯ |[𝜑(𝑣1)]𝐶 [𝜑(𝑣2)]𝐶 ⋯ [𝜑(𝑣𝑛)]𝐶| | ⋯ | ⎞⎟⎠ , 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶) ∈ R𝑚×𝑛,
где [𝜑(𝑣𝑖)]𝐶 — это координаты образа базисного вектора 𝑣𝑖 в базисе 𝐶.• Базис 𝐵 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛} действует в области определения (пространстве аргументов) функции V, базис𝐶 = {𝜔1, … , 𝜔𝑚} действует в пространстве значений функции W.



Изменение матрицы отображения при изменении базисов пространств𝜑 ∶ V ⟶ WV

Basis 𝑆𝑣 W

Basis 𝑆𝑤

V

Basis 𝐵 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛}
W

Basis 𝐶 = {𝜔1, … , 𝜔𝑚}

[𝜑(𝑥)] = 𝐿𝜑[𝑥]

[𝜑(𝑥)]𝐶 = 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶)[𝑥]𝐵

[𝑥] = 𝐵[𝑥]𝐵
[𝑥]𝐵 = 𝐵−1[𝑥]

[𝑦] = 𝐶[𝑦]𝐶
[𝑦]𝐶 = 𝐶−1[𝑦]



Изменение матрицы отображения при изменении базисов пространств

Ура, мы добрались!• Подключаем наши знания о переходах между базисами. Пусть следующие матрицы выполняют переходы
из базисов 𝐵 и 𝐶 в стандартные:[𝑥] = 𝑃𝐵→𝑆𝑣 [𝑥]𝐵 = 𝐵[𝑥]𝐵, [𝑦] = 𝑃𝐶→𝑆𝑤 [𝑦]𝐶 = 𝐶[𝑦]𝐶• Подставим выражения в известную формулу [𝜑(𝑥)] = 𝐿𝜑[𝑥]:𝐶[𝜑(𝑥)]𝐶 = 𝐿𝜑𝐵[𝑥]𝐵• Используем трюк с обратной матрицей:[𝜑(𝑥)]𝐶 = 𝐶−1𝐿𝜑𝐵[𝑥]𝐵 = 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶)[𝑥]𝐵• Финально, формула для изменения матрицы линейного отображения при одновременном изменении пары
базисов из стандартного: 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶) = 𝐶−1𝐿𝜑𝐵

u

ON Domain
In & target

Pres = C Bes =B



⑪
Basis set : Basis set :

S=Esi
,
Se
,
Sob gw-Ggw so ga

Ay = ([Y(i][Yc] , [Y(05T) 1(6)+ 0 (i) + 1 ()
si= (0) 4()= (0)

,

[4(si)]= (0)
(

s = (8)
.

y(52) = (8) , [4(s]] = (8)
5 = (8) , 4(55) = (9) , [4(55]] = (2)



X = (5)
4(x) = (3)
(,)() = (,)
An [X] [YW]



⑱
An = ([yci] " EMIS))
Si = (b)

,
4 (si) = (3)

,
[4(5)]= (2)

An= 2)
s = (3)

,
y(s) = (2)

,
[4(5]]= (2)

check :

x= (f)
,
y(x) = (-is),

()(f) = (2)



Коррекция матрицы.

↳
Basis set

B =Ebe
,
bay SLSW

,
g

1 onyed

Ay
,
c
,
sy
= ([4(3]sEY(-(r)

be = (1)
,
y()) = (4)

,
[4(1)]= (e)

Ay,(,c=-5)
ba = (2)

,
y(2) = (5)

,
[4()]=Es)
-

2 Opyna :

Ay
,
(B
,
sy = Ay . Bes = ( -) · (c) =(5)

Check :

X= ()
,
y(x) = (13) X = 2()+ 1(k) --[x]= (n)

(5) (=



·
Basis set

B =Ebe
,
bay C =EU,]

(4) ((2)
1 onyed

Ay
,
c
,
c
= ([Y()]. , EY]. )

be = (1)
,
y()) = (4)

,
[4(1)]= (e)

ba = (2)
,
y(2) = (5)

,
[4()]=Es)

Pes[a]c[a] Pres = (2) PsPestad=Ps[a]

(1 [4(1)]= (s)

(15) [4(b2)]
=

= (8)

Ay,) = (95)



Коррекция матрицы.2 Opyna :

Ay
,
(B
,
c) = (es)"An Bes = (1)(2)(22) =

Eit)(i)(2) = (1) () = (18)
Check :

X= (3)
,
y(x) = (13)x = 2()+ 1(k) --[x]= (n)

Pes[a]c = [a]

(1)()[=
v

15 [8)(2) = (
-
318)

Ay
,
(B
,
c) [X]p [Y]c



I

C . An
,
(B
, c) =Ay : B

An
,
(13
,SY)

C · Ay,, = Ay
,
(B
,
SY)

An
,
1g 131=.Ay .Best

Ay, (5,c)

Ay
,
(B, c)

. B-2 = Ay, 15,4



x(2) +y(j) = (8)

⑱
An = ([yci] , EY(s))

Y(2X) = 2 - Y(x) ; y(2x+By) =2y( +py(y)

b . (1) = (b) =Si ; Y(-1b) = - 1 . 4(b) = (1)
a+b = (b) + (0) = (2)4(*) = [4(a) +(u(b) =( + (8) =())

[ii]= EL) [YIS]= (e)
, An= Eh)

check : (4) (2) = (2)
Y =E



X(2 -) = (3)

EX)



1. Let X=(c) Y=
Y(X+ y)=Y-

=[ *) + ( + = y(x) + y(y)
Y(X) = (G) =L



Ay = ([Y(i][YcS] , [Y(05])
4(si) = (08)

,

[Y(s)] = 1:
4(s) = (98)

,

[Y(52)] = (%)
4(55) = 188)

,

[4(5)] = (%)
4(5) = (8)

,

[4(5)] = (%)

Hy =)



chec
[x]=) [y()= Ir

1000



⑪
Basis set : Basis set :

SESi
,
Se
,
Sob Sw =GS

,
S]

Ay = ([41] [Yc5 , [41]) = 1882)
↓

SYS,YT
S5 = X

, y(55) = 2x
,

[4(55)] = (2)
II

0 .1+2 .X



⑱
Basis set 1

,
X

B =Ebe
,
ba,3 SLSW

,
g

Ay
,
c
,
sy
= ([45]smEYCP-Bo[4(]so)

Y(b)) =2x , [4(b))] = (20)0
. 1+2 -x

Y(b) =1 [4(b)] = (b) Ay,y(28c)

4(bs) = - 1 -2x
, [4(bs)] = ( z)

Check : F= 7 x-3x+2 ; 4(f) = 141-3

f=5X+ (b)x + (2)(-x-[F
= 2-3X + fX2

10) (i) (F)



An
,
(B
,
5)
=Ay Pres

Bes=[bi/[b23/[bs]]

S = (1
,
X
,
X
&

)

Ibe] = (i) , [b3=(2)
[bz]= (g)



(80)( =

= (1) = An,


