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Линейные отображения и векторные пространства

Действующие лица 𝜑 ∶ V ⟶ W
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Basis 𝐵 = {𝑣1, 𝑣2}
𝑥

𝑣1 𝑣2
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Basis 𝐶 = {𝜔1, 𝜔2}

𝜑(𝑥)
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𝜑(𝑣2)𝜔1 𝜔2



Напоминание: построение матрицы линейного преобразования

• Для определения значения функции нам необходимо только знать значения функции от базисных
векторов: 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥1𝑣1 + 𝑥2𝑣2) = 𝑥1 𝜑(𝑣1) + 𝑥2 𝜑(𝑣2)

• Образы базисных векторов возможно разложить по базису в пространстве W:𝜑(𝑣1) = 𝑎11𝜔1 + 𝑎21𝜔2, [𝜑(𝑣1)]𝐶 = (𝑎11𝑎21)𝜑(𝑣2) = 𝑎12𝜔1 + 𝑎22𝜔2, [𝜑(𝑣2)]𝐶 = (𝑎12𝑎22)• В результате получаем разложение 𝜑(𝑥) по базису в пространстве W: 𝜑(𝑥) = 𝛾1𝜔1 + 𝛾2𝜔2, где:[𝜑(𝑥)]𝐶 = (𝛾1𝛾2) = (𝑎11 𝑎12𝑎21 𝑎22) (𝑥1𝑥2) = 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶) [𝑥]𝐵
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Устройство матрицы линейного преобразования

• Если обобщать наш игрушечный пример, то

𝐿𝜑, (𝐵,𝐶) = ⎛⎜⎝ | | ⋯ |[𝜑(𝑣1)]𝐶 [𝜑(𝑣2)]𝐶 ⋯ [𝜑(𝑣𝑛)]𝐶| | ⋯ | ⎞⎟⎠ ,
где [𝜑(𝑣𝑖)]𝐶 — это координаты образа базисного вектора 𝑣𝑖 в базисе 𝐶.



Случай стандартных базисов𝜑 ∶ V ⟶ W

V

Basis 𝑆𝑣 = {𝑠𝑣1, 𝑠𝑣2}
𝑥𝑣1 𝑣2

W

Basis 𝑆𝑤 = {𝑠𝑤1 , 𝑥𝑤2 }
𝜑(𝑥)

𝜑(𝑠𝑣1)
𝜑(𝑠𝑣2)𝑠𝑤1 𝑠𝑤2

• В случае стандартных базисов получаем

𝐿𝜑 = ⎛⎜⎝ | | ⋯ |[𝜑(𝑠𝑣1)] [𝜑(𝑠𝑣2)] ⋯ [𝜑(𝑠𝑣𝑛)]| | ⋯ | ⎞⎟⎠ ,
где [𝜑(𝑠𝑣𝑖 )] — это координаты образа базисного вектора 𝑠𝑣𝑖 в стандартном базисе 𝑆𝑤 в пространстве W.

S



Чувствительность матрицы к выбору пары базисов

Пример• Построенная матрица линейного преобразования крайне хрупка. По факту она работает только с теми
базисами, которые были выбраны при ее построении.

• Пример: 𝜑 ∶ R2 ⟶ R2, 𝜑 (𝑥1𝑥2) = ( 𝑥1 + 𝑥22𝑥2 − 𝑥1)



Чувствительность матрицы к выбору пары базисов

Пример• Построенная матрица линейного преобразования крайне хрупка. По факту она работает только с теми
базисами, которые были выбраны при ее построении.• Пример: 𝜑 ∶ R2 ⟶ R2, 𝜑 (𝑥1𝑥2) = ( 𝑥1 + 𝑥22𝑥2 − 𝑥1)

Su = E(b)
,
(8) 4(8) = (2) = (E) LED/[ucis]]

Sw =E(8)
,
(213 4(8) = (2) = (2) [4(8)] = [esi)] = (2)

[Y(SE)] = (2)



Чувствительность матрицы к выбору пары базисов

Пример• Построенная матрица линейного преобразования крайне хрупка. По факту она работает только с теми
базисами, которые были выбраны при ее построении.• Пример: 𝜑 ∶ R2 ⟶ R2, 𝜑 (𝑥1𝑥2) = ( 𝑥1 + 𝑥22𝑥2 − 𝑥1) x = (7) ; 4(x) = (8)
Ly = (2) [Y =Ly[X]

(8) = (2).(y)



Чувствительность матрицы к выбору пары базисов

Пример• Построенная матрица линейного преобразования крайне хрупка. По факту она работает только с теми
базисами, которые были выбраны при ее построении.• Пример: 𝜑 ∶ R2 ⟶ R2, 𝜑 (𝑥1𝑥2) = ( 𝑥1 + 𝑥22𝑥2 − 𝑥1) 4(4) = (g)

x= (4) = 2(2) + 2(4) , [X]i = (i)
B = [(2)

,
(i)] (2)(2) =(j)+ (8)



Примеры

IR3-IR Y =( =[Y]/[es)[yc)
go gu

Y(si) = y(g) = (2) = [4(i] Ly[X]==(2)
4(8) = (E) = [Y(I]X = (3)

4( %) = (2) = [41)]4()
: ).



Изменение матрицы линейного преобразования при изменении базисов
пространств𝜑 ∶ V ⟶ WV

Basis 𝑆𝑣 = {𝑠𝑣1, 𝑠𝑣2} W

Basis 𝑆𝑤 = {𝑠𝑤1 , 𝑠𝑤2 }

V

Basis 𝐵 = {𝑣1, 𝑣2}
W

Basis 𝐶 = {𝜔1, 𝜔2}

[𝜑(𝑥)] = 𝐿𝜑[𝑥]

[𝜑(𝑥)]𝐶 = 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶)[𝑥]𝐵

[B=BLADN INCBDRECEN NE=CINC



Изменение матрицы линейного преобразования при изменении базисов
пространств

Ура, мы добрались!• Подключаем наши знания о переходах между базисами. Пусть следующие матрицы выполняют переходы
из базисов 𝐵 и 𝐶 в стандартные:[𝑥] = 𝑃𝐵→𝑆𝑣 [𝑥]𝐵 = 𝐵[𝑥]𝐵, [𝑎] = 𝑃𝐶→𝑆𝑤 [𝑎]𝐶 = 𝐶[𝑎]𝐶

• Подставим выражения в известную формулу [𝜑(𝑥)] = 𝐿𝜑[𝑥]:𝐶[𝜑(𝑥)]𝐶 = 𝐿𝜑𝐵[𝑥]𝐵• Используем трюк с обратной матрицей:[𝜑(𝑥)]𝐶 = 𝐶−1𝐿𝜑𝐵[𝑥]𝐵 = 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶)[𝑥]𝐵• Финально, формула для изменения матрицы линейного преобразования при одновременном изменении
пары базисов из стандартного: 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶) = 𝐶−1𝐿𝜑𝐵

[X]B = 13.2[x] [aJc =C[a]



Изменение матрицы линейного преобразования при изменении базисов
пространств

Ура, мы добрались!• Подключаем наши знания о переходах между базисами. Пусть следующие матрицы выполняют переходы
из базисов 𝐵 и 𝐶 в стандартные:[𝑥] = 𝑃𝐵→𝑆𝑣 [𝑥]𝐵 = 𝐵[𝑥]𝐵, [𝑎] = 𝑃𝐶→𝑆𝑤 [𝑎]𝐶 = 𝐶[𝑎]𝐶• Подставим выражения в известную формулу [𝜑(𝑥)] = 𝐿𝜑[𝑥]:𝐶[𝜑(𝑥)]𝐶 = 𝐿𝜑𝐵[𝑥]𝐵

• Используем трюк с обратной матрицей:[𝜑(𝑥)]𝐶 = 𝐶−1𝐿𝜑𝐵[𝑥]𝐵 = 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶)[𝑥]𝐵• Финально, формула для изменения матрицы линейного преобразования при одновременном изменении
пары базисов из стандартного: 𝐿𝜑, (𝐵,𝐶) = 𝐶−1𝐿𝜑𝐵

--

⑮
[Y] =C. [Y(X]c [X] =B .[X]B
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Чувствительность матрицы к выбору пары базисов

Пример• Построенная матрица линейного преобразования крайне хрупка. По факту она работает только с теми
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Ly
,
(B
,5)=Bes = Ly .B = (d)(4) =2)

(28)[x]i = ·(2) = (6) =[4()]v

4(4) = (g)
x= (4) = 2(2) + 2(4) , [X]i = (i)
B =2()

, (4)(a(s)() =(j)+ (8)



Слайд для записей


